
Πρόχειρες σηµειώσεις διαλέξεων

7η Εβδοµάδα

Εξισώσεις Ανώτερης Τάξης

Θα εφαρµόσουµε τα αποτελέσµατα τις προηγούµενης παραγράφου στις ε-

ξισώσεις n ταξεως. ΄Εστω έχουµε µια διαφορική εξίσωση n-οστης τάξης

(2.1) y(n)(t) = f(t, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)),

σε συνδυασµό µε τις αρχικές συνθήκες

(2.2) y(t0) = c1, y′(t0) = c2, . . . , y(n−1)(t0) = cn,

όπου y(k) όπως πάντα συµβολίζει την k-οστη παράγωγο της y(t) ως προς t. Για

να διατυπώσουµε το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας για το πρόβληµα

(2.1), (2.2) ϑα περάσουµε από την (2.1) σε ένα σύστηµα εξισώσεων πρώτης

τάξης. Για αυτό το σκοπό εισάγουµε νέες συναρτήσεις µε τον εξής τρόπο:

x1(t) = y(t),

x2(t) = y′(t),

x3(t) = y′′(t),

. . .

xn−1(t) = y(n−2)(t),

xn(t) = y(n−1)(t).

Για την διανυσµατική συνάρτηση x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ϑα πάρουµε

το εξής σύστηµα πρώτης τάξης

(2.3)



x′1 = x2
x′2 = x3
x′3 = x4
· · ·
x′n−1 = xn
x′n = f(t, x1, x2, x3, . . . , xn)

∆ηλαδή στο σύστηµα (0.1) παίρνουµε

Φ1 = x2, . . . , Φn−1 = xn, Φn = f(t,x).

Οι αρχικές συνθήκες (2.2) ϑα πάρουν τη µορφή

(2.4) x1(t0) = c1, x2(t0) = c2, . . . , xn(t0) = cn ή x(t0) = c.

Παράδειγµα 2.1 Γράψτε το πρόβληµα Cauchy

y′′′ + y2 = sin t,

y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = −1,

ως πρόβληµα Cauchy για σύστηµα εξισώσεων 1-ης τάξης.

Λύση. Θέτουµε x1 = y, x2 = y′, x3 = y′′, τότε

dx1
dt

= x2, x1(0) = 0,
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dx2
dt

= x3, x2(0) = 1,

dx3
dt

= −x21 + sin t, x3(0) = −1.

?

Βλέπουµε ότι αν η συνάρτηση y(t) είναι λύση του προβλήµατος (2.1), (2.2)

(της εξίσωσης (2.1) ), τότε η διανυσµατική συνάρτηση x(t) είναι λύση του

προβλήµατος (2.3), (2.4) (του συστήµατος (2.3) ). Προφανώς ισχύει και το

αντίστροφο, πράγµατι, από το σύστηµα (2.3) έχουµε ότι

x′′1 = x3, x′′′1 = x4, ..., x
(n−1)
1 = xn,

συνεπώς

x
(n)
1 = f(t, x1, x

′
1, ..., x

(n−1)
1 ).

Επίσης

x1(t0) = c1, x′1(t0) = c2, . . . , x1(n− 1)(t0) = cn.

∆εδοµένου ότι y = x1, έχουµε το Ϲητούµενο.

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 1.4 (ύπαρξης και µοναδικότητας για τα συστή-

µατα πρώτης τάξης) έχουµε, ότι για να υπάρχει µια και µοναδική λύση του

προβλήµατος (2.3), (2.4) το δεύτερο µέρος της (2.3) πρέπει να ικανοποιεί τη

συνθήκη του Lipschitz ως προς (x1, x2, . . . , xn). Το δεύτερο µέρος της (2.3)

είναι

Φ(x, t) = (x2, x3 . . . , xn, f(t,x))

άρα

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| =

(2.5)
√

(x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2 + (f(t,x)− f(t,y))2 ≤

≤ |x− y|+ |f(t,x)− f(t,y)|,
όπου y = (y1, . . . , yn). Αν

|f(t,x)− f(t,y)| ≤ K̃|x− y|,

τότε

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ K|x− y| µε K = 1 + K̃.

Συνεπώς από την (2.5) προκύπτει ότι, αν η f(t,x) είναι συνεχής ως προς

t και Lipschitz συνεχής ως προς x, τότε υπάρχει µια και µοναδική λύση

του συστήµατος (2.3) που ικανοποιεί την (2.4). ΄Ετσι, δεδοµένου ότι, όπως

διαπιστώσαµε, τα προβλήµατα (2.1), (2.2) και (2.3), (2.4) είναι ισοδύναµα,

από τα Θεωρήµατα 1.4 (Picard) και 1.5 (Peano) έχουµε :

Θεώρηµα 2.1. Αν η f είναι συνεχής συνάρτηση της µεταβλητής t και ικανο-

ποιεί την συνθήκη του Lipschitz ως προς τις υπόλοιπες µεταβλητές σε κάποια

περιοχή του σηµείου (t0, c), τότε υπάρχει µια και µοναδική τοπική λύση της (2.1)

που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (2.2).

Θεώρηµα 2.2. Αν η f είναι συνεχής συνάρτηση των µεταβλητών (t,x) σε

κάποια περιοχή του σηµείου (t0, c), τότε υπάρχει τοπική λύση της (2.1) που

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες (2.2).
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Αν η εξίσωση (2.1) είναι γραµµική δηλαδή

f(t, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) =
n−1∑
k=0

ak(t)y(k) + g(t),

τότε το σύστηµα (2.3) παίρνει τη µορφή

x′1 = x2
x′2 = x3
x′3 = x4
· · ·
x′n−1 = xn
x′n =

∑n−1
k=0 ak(t)xk+1 + g(t)

΄Αρα η (2.5) ϑα επαληθεύετε για κάθε x, y και ως συνέπεια εξασφαλίζεται

η ολική ύπαρξη της λύσης του προβλήµατος (2.1), (2.2). Πράγµατι η (2.5)

παίρνει τη µορφή

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ |x− y|+
∣∣ n−1∑
k=0

ak(t)(xk+1 − yk+1)
∣∣ =

|x− y|+ |a · (x− y)|
όπου a = (a0, ..., an−1). Χρησιµοποιώντας την ανισότηταCauchy−Schwartz,
έχουµε

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ |x− y|+ |a||x− y| ≤ K|x− y|
µε

K = 1 + max
t

( n−1∑
i=0

a2i (t)
)1/2

.

΄Αρα έχουµε:

Θεώρηµα 2.3. Αν η

f =
n−1∑
k=0

ak(t)y(k) + g(t)

όπου οι ai(t), g(t) είναι συνεχείς συναρτήσεις σε ένα διάτηµα I (t0 ∈ I ), τότε

υπάρχει µια και µοναδική ολική (δηλαδή σε όλο το I ) λύση του προβλήµατος

(2.1), (2.2).

΄Οπως έχουµε δεί κάθε εξίσωση n τάξεως ανάγεται σε ένα σύστηµα n εξισώσε-

ων πρώτης τάξης. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. ΄Εχουµε δει ότι το σύστηµα

(2.3) ανάγεται στην εξίσωση (2.1). Θα διαπιστώσουµε ότι στην περίπτωση που

οι συντελεστές και το δεύτερο µέρος ενός συστήµατος είναι παραγωγίσιµες

συναρτήσεις, τότε το σύστηµα ανάγεται σε µια εξίσωση τουλάχιστον τοπικά.

Θα το αποδείξουµε για συστήµατα δυο εξισώσεων (η περίπτωση περισσότερων

εξισώσεων αντιµετωπίζεται παροµοίως). Θα γράφουµε x, y αντι για x1, x2 και

f, g αντί για Φ1, Φ2.

Θεωρούµε το εξής σύστηµα{
x′ = f(x, y, t),
y′ = g(x, y, t)

΄Εχουµε

x′′ = fx(x, y, t)x′ + fy(x, y, t)y′ + ft(x, y, t) =



4

(2.6) fx(x, y, t)x′ + fy(x, y, t)g(x, y, t) + ft(x, y, t).

΄Εστω ότι fy 6= 0 για κάποιο y, τότε την πρώτη εξίσωση (χρησηµοποιόντας

το Θεώρηµα πεπλεγµένης συνάρτησης) µπορούµε τοπικά να την λύσουµε ως

προς y δηλαδη να την γράψουµε σε µορφή

y = h(x, x′, t).

Τότε η (2.6) ϑα πάρει τη µορφή

x′′ = fx(x, y, t)x′ + fy(x, y, t)g(x, y, t) + ft(x, y, t)
∣∣∣
y=h(x,x′,t)

= F (t, x, x′).

Παρατηρούµε ότι χρειαστήκαµε την παραγωγισιµότητα µονο της f , προ-

ϕανώς µπορούµε να παραγωγίσουµε τη δευτερη εξίσωση και σε αυτήν την

περίπτωση ϑα πρέπει να είναι παραγωγίσιµη µόνο η g συν το ότι gx 6= 0 για

κάποιο x.

Παράδειγµα 2.2. Ανάγετε το σύστηµα{
x′ = a(t)x + b(t)y,
y′ = c(t)x + d(t)y

σε µια εξίσωση, υποθέτουµε πως οι

a(t), b(t), c(t), d(t)

είναι C1
συναρτήσεις και b(t) 6= 0.

Λύση. ΄Εχουµε

x′′ = a x′ + b y′ + a′x + b′y = a x′ + b(c x + d y) + a′x + b′y =

a x′ + bc x + (bd + b′)y + a′x.

Από την πρώτη εξίσωση έχουµε

(2.7) y =
x′ − a x

b
,

άρα

x′′ = a x′ + bc x + (bd + b′)
x′ − a x

b
+ a′x

και

(2.8) x′′ =
(
a + d +

b′

b

)
x′ +

(
bc− da− a

b′

b
+ a′

)
x.

Συνεπώς αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη λύση του συστήµατος µπορούµε πρώτα να

προσδιορίσουµε την x(t) από (2.8) και µετά την y(t) από (2.7). ?

Συστήµατα Ανώτερης Τάξης

Παροµοίως µε µια εξίσωση ανώτερης τάξης, σε ενα σύστηµα εξισώσεων πρώ-

της τάξης ανάγεται και οποιοδήποτε σύστηµα εξισώσεων ανώτερης τάξης. Θα

περιοριστούµε µε το εξής σύστηµα:

x′′(t) = F1(t, x(t), y(t), z(t), x′(t), y′(t), z′(t))

(3.1) y′′(t) = F2(t, x(t), y(t), z(t), x′(t), y′(t), z′(t))

z′′(t) = F3(t, x(t), y(t), z(t), x′(t), y′(t), z′(t))
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που είναι ο νόµος του Νεύτωνα αν (x(t), y(t), z(t)) είναι η ϑέση ενός υλικού

σηµείου στη χρονική στιγµή t. Εισάγουµε νέες συναρτήσεις µε τον εξής τρόπο:

x1(t) = x(t), x2(t) = x′(t),

x3(t) = y(t), x4(t) = y′(t),

x5(t) = z(t), x6(t) = z′(t).

Για την διανυσµατική συνάρτηση x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , x6(t)) ϑα πάρουµε

το εξής σύστηµα πρώτης τάξης

(3.2)



x′1 = x2
x′2 = F1(t, x1, x3, x5, x2, x4, x6)
x′3 = x4
x′4 = F2(t, x1, x3, x5, x2, x4, x6)
x′5 = x6
x′6 = F2(t, x1, x3, x5, x2, x4, x6)

Αν έχουµε πρόβληµα αρχικών τιµών (3.1), (3.3) όπου

x(t0) = x0, x′(t0) = x10, y(t0) = y0, y′(t0) = y10,

(3.3) z(t0) = z0, z′(t0) = z10 ,

αυτό ανάγεται στο πρόβληµα (3.2), (3.4) όπου

x1(t0) = x0, x2(t0) = x10, x3(t0) = y0, x4(t0) = y10,

(3.4) x5(t0) = z0, x6(t0) = z10 .

Συνεπώς η µελέτη του προβλήµατος (3.1), (3.3) (ύπαρξη, µοναδικότητα κλπ)

ανάγεται στη µελέτη του προβλήµατος (3.2), (3.4). Από το Θεώρηµα Picard
προκύπτει ότι άν η

Ας το γράψουµε σε διανυσµατική µορφή. ΄Εστω r(t) - διάνυσµα ϑέσης

r(t) = (x(t), y(t), z(t)).

Τότε το πρόβληµά µας µπορούµε να το γράψουµε ως

r′′ = F(t, r, r′), r(t0) = r0, r′(t0) = r10,

όπου

F = (F1, F2, F3), r0 = (x0, y0, z0), r10 = (x10, y
1
0, z

1
0).

Από το Θεώρηµα Picard προκύπτει ότι αν η F είναι συνεχής ως προς t και

Lipschitz συνεχής ως προς τις υπόλοιπες µεταβλητές, τότε υπάρχει µοναδική

τοπική λύση του προβλήµατος (3.1), (3.3). Αν η σταθερά Lipschitz δεν εξαρ-

τάται από τις µεταβλητές r, r′, τότε έχουµε µοναδική ολική λύση. Αν η F είναι

απλώς συνεχής συνάρτηση όλων των µεταβλητών της, τότε πάλι έχουµε τοπική

λύση, αλλά εν γένει όχι µοναδική.

Γραµµικά Συστήµατα Πρώτης Τάξης

Η γενική µορφή ενός γραµµικού συστήµατος πρώτης τάξης είναι

(0.1)
dxi
dt

=

n∑
j=1

aij(t)xj + fi(t), i = 1, . . . , n,
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ή, πιο αναλυτηκά

dx1
dt

= a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1n(t)xn + f1(t),

dx2
dt

= a21(t)x1 + a22(t)x2 + · · ·+ a2n(t)xn + f2(t),

·
·
·

dxn
dt

= an1(t)x1 + an2(t)x2 + · · ·+ ann(t)xn + fn(t).

Θα συµβολίσουµε µε A(t) = (aij(t)) τον πίνακα συντελεστών του (0.1), δηλα-

δή

A(t) =


a11(t) a12(t) · · · a1n(t)
a21(t) a22(t) · · · a2n(t)

·
·
·

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

 ,

µε

x(t) =


x1(t)
x2(t)
·
·
·

xn(t)


το διάνυσµα των άγνωστων συναρτήσεων και µε

f(t) =


f1(t)
f2(t)
·
·
·

fn(t)


το διάνυσµα των δεύτερων µέρων των εξισώσεων του συστήµατος (0.1). Χρησι-

µοποιώντας αυτούς τους συµβολισµούς ϑα ξαναγράψουµε την (0.1) σε µορφή

(0.2)
dx

dt
= A(t)x + f(t) ή x′ = A(t)x + f(t),

εδώ παίρνουµε τα διανύσµατα ως στήλη και όχι ως γραµµή ε.ω. το γινόµενο

πίνακας επί διάνυσµα να µας δώσει το (0.1). Προφανώς το διάνυσµα µπορούµε

να το γράφουµε και ως στήλη και ως γραµµή. Στη συνέχεια ϑα υποθέτουµε

ότι οι aij(t) και fi(t) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b]. Υπό αυτές τις

προϋποθέσεις αµέσως έχουµε το ϑεώρηµα ολικής ύπαρξης και µοναδικότητα

της λύσης για την (0.2) µε αρχικές συνθήκες

(0.3) x(t0) = c

αφού η

Φ(x, t) = A(t)x + f(t)
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ικανοποιεί όλες τις συνθήκες του Θεωρήµατος 1.3 Κεφάλαιο 3. Πράγµατι,

όπως έχουµε ήδη διαπιστώσει στο προηγούµενο κεφάλαιο,

|Φ(x, t)−Φ(y, t)| ≤ K|x− y| ∀x,y ∈ Rn, µε K = max
t∈[a,b]

‖A(t)‖

όπου ‖A(t)‖ είναι το µέτρο (νόρµα) του πίνακα A. Αρα ισχύει το εξής

Θεώρηµα 0.1. Αν οι συναρτήσεις aij(t), fi(t), i, j = 1, ..., n είναι συνεχείς

στο |t − t0| ≤ T , τότε το πρόβληµα Cauchy (0.2), (0.3) έχει µία και µοναδική

λύση στο |t− t0| ≤ T .

Προφανώς, αν οι συναρτήσεις aij(t), fi(t) είναι συνεχείς σε όλο το R, τότε

υπάρχει µοναδική λύση στο |t− t0| < +∞ δηλαδή σε όλο το R.


